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��� ��	 ������ �	 
�� ����� ������� 
��� �� ������ �	 0��
��	 :� 0��� ���
��� �����$ ��� ��#�	 �	 0��
��	 5�

�� 
�����
 ����������� ���������

*	 
��  ��
��	� &� ��� �	
 � ������
" �� �	 ��
����  �>��	�� �	� �	 ����
 ������
�� ���

�� ������� 1|dj = d|∑wjTj &���� � 
�� �� � ��� 
�� ����+��
��	 �	 0��
��	 �� ,��
���� �� 
�� ������
�� ��	 �� �� ��" ����
�� 
� 
�� �
��� ������� �	��� ��	 �����
��	
� �� 0��
��	 :��

����� ���: &�$	�� �� �	� '�()(* ����� � ���� �� ����!�	 +�% ��,����� π ��� ��� ���%	�!
1|dj = d|∑wjTj ���� ��� %� ����������� �� � ������������� (G,x,H)- $���� �		 +�%�
j ∈ H ��� ����� ��� Sj ≥ d ��� �		 j ∈ H, ��� �		 +�%� i ∈ G ��� �����!�� .		 +�%� ���!
��� ��� G ��� ��������� �� �������������" ����� �� ��� ��	��� pj

wj
��� �		 +�%� ���! ��� ���

H ��� ��������� �� �������������" ����� �� ��� ��	��� pj

wj
� ��� +�% x �� ��� /��� +�%- ���

$���� Cx(π) ≥ d�

,�� '�� x � ������ 
�� ������	��" '��� /  ��� 
��
 
�� '�� ��� 	������� � �����& 4

p2
w2

≤ p3
w3

≤ · · · ≤ pn
wn

, �
�

&���� 
�� '�� &�
� 	����� 1 � 
��  
������	� '��� / � ��������" ���� ?���� ��
�

���� � �  
������	� '�� x ∈ N 
� &���� 
�� 	����� 1 &��� �� �  ��	��  ��� 
��
 ���
���� l ∈ {1, 2, . . . , n}� 
���� ��� 
 �	 ��
����  ������� �	 &���� ��� '�� j ∈ {1, 2, . . . , l}
��� �����  �� ���� 
��� t �	� �" �	�� �	� 
���� � 	� '�� i ∈ {l + 1, l + 2, . . . , n}
&���� � �����  �� ��
&��	 
�� � '�� � ,�� � &� ��	 ��� �	
 � �"	���� ���������	�
������
�� �C(/� �� �� �	 ?���� ��
� .�� ���� x ∈ N, &� 	����� 
�� '�� ���� 
��
 �
 N \ {x} �������	� 
� �
� �	� ������� /�����
�� 
� ,��	 &� ���� � � �� 
  �������
���	� 
�� n ��	 
���
��  ������� � /
 ����  
��� l, 1 ≤ l ≤ n� �� /�����
�� 
� &�
��	 
���
 � �� 
 ���
���  �>��	�� πl(t) ��� 
��  �
 �� '�� {1, 2, . . . , l} �	� ��� ����
��  ����  
��
�	� 
��� t �� 
�� +� 
 '�� �&���� ����� �	
 � ��  ����  
�
� �	 
�� �"	����
���������	� ������
���� Fl(t) ��	�
� 
�� 
�
�� &����
�� 
����	�  #���� ��� 
�� '��
 �>��	�� πl(t)� Φ

1(t) �	� Φ2(t) ��� 
�������" ��	�
��	 � &���� ��� � �� 
� �����
� Fl(t)�

�	
��
��� �


� .�H t := 0 ,�
∑n

j=2 pj C�

π1(t) := (1)� F1(t) := w1 max{0, p1 + t− d}@
�� .�H l := 2 ,� n C�

.�H t := 0 ,�
∑n

j=l+1 pj C�

π1 := (l, πl−1(t+ pl))� π
2 := (πl−1(t), l)@



Φ1(t) := wl max{0, pl + t− d}+ Fl−1(t+ pl)@

Φ2(t) := Fl−1(t) + wl max

{
0,

l∑
j=1

pj + t− d

}
@

*. Φ1(t) < Φ2(t) ,%3� Fl(t) := Φ1(t) �	� πl(t) := π1�
3?03 Fl(t) := Φ2(t) �	� πl(t) := π2@

�� πn(0) � �	 ��
���� '��  �>��	�� ��� 
�� ��� �	 '�� x &�
� 
�� ��'��
�#� ��	�
��	
#���� Fn(0)�

������� ��� : 0� ����" .	"�����! � ��� ���� x ∈ N, �� ����!�	 +�% ��,����� �� ���
���� ������%�� �� &�!!� ��� ��� %� ����� �� O(n2

∑
pj) ��!��

������7� ���#� 
�� 
������ �	�����
�"� /  ��� 
��
 
���� ��� 
 �	 ��
���� '��  �>��	��
�� 
�� ���� π∗ = (G, 1,H) �� 
�� 
"�� �� ������ �	 ?���� ��
� /  ��� 
��
 F (π∗) <
F (πn(0)) = Fn(0)�

?�
 π′ := π∗� .�� ���� l = 1, 2, . . . , n� &�  ����  �#��" ��	 ���� 
�� ���
 π̄l ∈ π′ ��

��  ������� &���� {π̄l} = {1, 2, . . . , l}� ?�
 π′ = (πα, π̄l, πβ) �	� t∗ =

∑
i∈πα

pi� *� π̄l �=
πl(t

∗)� 
��	 π′ := (πα, πl(t
∗), πβ)� *
 � ��#��� 
��
 F ((πα, π̄l, πβ)) ≥ F ((πα, πl(t

∗), πβ))�
/���"�	� 
�� ��������� 
�  �� �>��	
 #���� l� &� ��#� F (π∗) ≥ F (π′) = Fn(0) �
 
��
�	�� ,�� � 
��  ������� πn(0) � �� � ��
���� ��� 
�� ��� �	 '�� x = 1�

,�� �  ��	��	
 π1 := (l, πl−1(t + pl))� π
2 := (πl−1(t), l) �	� πl(t) := π1 ��>���� O(l)

�����
��	 �� &� ���� &�
�  �>��	�� �� ��	�
� l� ?�
 xl = 1 ���	 
��
 l � ����� � 
��
+� 
 '�� �	� ��
 xl = 0 ���	 
��
 l � ����� � 
�� �� 
 '�� �	 � '��  �>��	��� ,��	 πl(t)
��	 �� ��� �	
�� � � �!
  �>��	��� ����� ��$� � 	����� �	 ��	��" �����
� 0�� � ���
���
 ���
��	 ��	 �� ��� �	
�� ��$� � 	������ ?�
 πl−1(t+ pl) �� ��� �	
�� ��$� � 	����� X1

�	� πl−1(t) �� ��� �	
�� ��$� � 	����� X2� ,��	 π1 &��� �� ��� �	
�� ��$� X1 + 2l �	�
π2 ��$� X2� 0�� 
�� � �  ��	��	
 ��	 �� ��	� �	 ��	 
�	
 
����

��#��� �"� 
�� 
��� ��������
" �� /�����
�� 
 � �>��� 
� O(n
∑

pj)� 0�� �	 ��
����
'��  �>��	�� ��	 �� ���	� �	 O(n2

∑
pj) 
���� �

%��� 
�� �����&�	� �����	
  ����� �� ��#�	� *
 � ��#��� 
��
 ���  ��� ��� �	 '��
x ∈ N �	 
�� '��  �>��	�� πn(0)� 
�� '�� x ��		�
 ��  
������	� ������ ��
��� Sx ≥ d ��
Cx < d ���� �� ,�� ���	 
��
 
���� ��� 
 �	�
���  
������	� '�� x′ ∈ N ��� &���� 
��
#���� Fn(0) &��� �� ��  � ��
� 
��
 ��� ��� ������� ��	 ������ �	 
�� ������ � ���
���
 ���
��	 ��	 �� ��� �	
�� ��$� � 	������ ����� 
�� �  ��	��	
 π1 := (l, πl−1(t + pl))�
π2 := (πl−1(t), l) �	� πl(t) := π1 ��	 �� ��������� �	 ��	 
�	
 
����

���
 &�  ��& ��& /�����
�� 
 ��	 �� ����+�� 
� �����#� 
�� ��		�	� 
��� 
� O(n2d)
�� O(n2UB)� &���� UB � �	 ����� ���	� �	 
�� ��
���� ��	�
��	 #���� ��� 
�� ��������
,�� �����	�
��	 ��#�	 ��� 
�� 
��� ��������
" O(n2UB) ��� ��
�� � �� �	 
�� �� ����
��	
�� 
�� .(,/0� /�����
�� 
 ��	 �� ����+�� �" ��	 �����	� ��� ���� l = 1, 2, . . . , n� �	�"


�� �	
��#�� [0, d− pl] �	 
��� �� 
�� �	
��#�� [0,
n∑

i=l+1

pi]  �	�� ��� ���� t > d− pl� '�� l � 


���" �	 �	" ���
���  �>��	�� πl(t) �	� 
�� ���
���  �>��	�� π2 := (πl−1(t), l) � ��
�����
,�� � 
�� 
��� ��������
" �� 
�� ����+�� /�����
�� 
 � �>��� 
� O(nd)� �	� �	 ��
����
 ������� ��	 �� ���	� �	 O(n2d) 
��� &���� � �>��� 
� 
�� ��		�	� 
��� �� 
��  ���
��	
������
�� ��� 
�� ������� ��� �	
�� �	 ?�&��� �
 ��� �
9:9��

,�� #���� Fl(t) =
∑l

j:=1wj max{Cj(πl(t))− d, 0} ��	 �� �������
�� � �	� 
��  
��
�	�


��� t �	� 
�� ������
��	 
��� Cj(πl(t)) �������
�� �������	� 
� 
�� '��  �>��	�� πl(t)�
0�	�� ��� ������
�� pj, wj ��� ��� j ∈ N, �	� d ��� �	
����� &� ��	  
�
� 
�� �����&�	��

������
�
�� ���: ��� �		 ����"�� t- ��� ��	��� Fl(t) ��� ����"���



?�
 UB �� �	 ����� ���	� �	 
�� ��
���� ��	�
��	 #���� ��� 
�� ������� &���� � 
���	� �" 
�� �!���������
��	 ������
�� �	 .�
�� �
 ��� �
99��� ����� UB ≤ 2F (π∗)� *�
&� ��#� Fl(t

UB
l ) = UB ���  ��� tUB

l ∈ (−∞,+∞)� 
��	 ��� ���� t > tUB
l &� ��#�

Fl(t) > UB � �	�� t ��	�
� 
��  
��
�	� 
��� �� �	 ��
����  ������� ��
��	�� ���� 
��
'��  �>��	�� πl(t) ��� 
�� '�� 1, 2, . . . , l �	� Fl(t) ��	�
� 
�� ����� ��	��	� #���� ��

�� ��	�
�	�� ��'��
�#� ��	�
��	�� 0�� 
��  
�
� t > tUB

l  ��� 
� �� �	����� �	�� �����
��� �	" '��  �>��	�� π ��	 
���
�� � �	� 
�� �  
�
� � &� &��� ��#� F (π) > UB� ����� π
� 	�
 ��
����� ,�� � &� 	��� 
� ��	 ���� ��8���	
 #���� Fl(t) �	�" ��� t ∈ [0, tUB

l ] �	�
�  ��� 
��
 Fl(t) = +∞ ��� t ∈ (tUB

l ,+∞)� /������	� 
� (���� �
��	 ���� 
���� ��� �

�� 
 UB + 2 ��8���	
 #���� Fl(t)�

*	 ����
��	� &� ��	 	�
� 
�� �����&�	�� *� 
���� � � ���	
 t′ ∈ (−∞,+∞)  ��� 
��

Fl(t

′) = 0 �	� Fl(t
′ + 1) > 0� 
��	 Fl(t) = 0 ��� ��� t ≤ t′ �	� Fl(t) < Fl(t + 1) ��� ���

t ≥ t′+1�  �	�� ��� 
�� ��	�
��	 Fl(t) ��� ��	�
�	��� ,�� � &� ��	 �����" /�����
�� 
 � 
�����& � *� &� &���  �#� �
 ����  
��� l �	 
��� �� ���  
�
� t ∈ [0, t′] �	�" �	�  
�
� t′� 
��	

�� 	����� ��  �#��  
�
� &��� �� �� 
���
�� �" UB�  �	�� ��� ���  �#��  
�
� t &� ��#�
Fl(t) < Fl(t+ 1)� ,�� ��		�	� 
��� �� 
�� ����+�� ������
�� � O(nmin{d, UB})� *� &�
��	 ���� �	�" 
��  
�
� t ∈ [d−∑n

j=1 pj, d] �	 
��� �� [0, d] �
 ����  
��� l, l = 1, 2, . . . , n�

��	 &� ��
��	 �	 ��
����  ���
��	 ��� 
�� ��� �	  
������	� '�� ��� ���� ��  ����  
��
�	�

��� t ∈ (−∞, tUB

n ) �	 O(nUB) 
����
?�
 π′ �� � '��  �>��	��� &���� ��� n '�� ��� �����  �� �	 	�	!������ �	� ����� ��


�� #���� pj

wj
� C�	�
� �" F (π′, d) 
�� 
�
�� &����
�� 
����	�  ��� 
�� '��  �>��	�� π′�

&���� 
�� �����  �	� �� 
�� '��  
��
 �
 
��� d� *
 � ��#��� 
��
 ��� 
��  
��
�	� 
���

��  ������� π′ � ��
����� ,��	� �" � �	� 
�� ����+�� /�����
�� 
� &� ��	 ��
��	 �	
��
����  ���
��	 ��� ���� ��  ����  
��
�	� 
��� t ∈ (−∞,+∞) �	 O(n2F (π′, d)) 
����

7� 	�
� 
��
 
�� �	�>����
" Fl(t) < Fl(t+ 1) ��� 	�
 	���  ����" ���� ��� ��� t > t′ �	

�� ������� 1||∑GTj � ����� 
�� ��		�	� 
��� �� /�����
�� 
 � 	�
 �� 
���
�� �" UB ���

�� ������� 1||∑GTj �

�� ������
�� ���������

*	 
��  ��
��	� � 	�& ��������� ������
�� �A�/� � ����#�� &���� � �� �� �	 �	 ����
���� A�����# �
 ��� ���
���� ,�� ���� �� 
�� ������
�� ��	 �� �� ��" ����
�� 
� 
�� �
���
������� �	��� ��	 �����
��	 � �� 0��
��	 :�� ,�� A�/ � � ����+��
��	 �� /�����
��

� �	 &���� 
�� ��	�
��	 Fl(t) � ��+	�� ��� �	" t ∈ (−∞,+∞) �	�
 �	�" ��� �	
���� t��
%�&�#��� &� 	��� 
� �����
� 
�� � #���� �	�" �
 
�� %���1 ���	
  �����
�	� �	
��#�� �	
&���� 
�� ��	�
��	 Fl(t) � � ��	��� ��	�
��	 �� 
�� ���� Fl(t) = F k

l (t) = ukl ·(t−tk−1
l )+bkl �

*	 (���� �
��	 ���� &� ���#� 
��
 Fl(t) � � ��	
�	��� �����&� � ��	��� ��	�
��	 �	 
��
�	
��#�� [0, tUB

l ] &�� � ������
�� ��	 �� �� ������ �	 � 
������ ���� �� �	 ,���� 
�� 7�
����	� 
��
 �	 
�� ����+�� /�����
�� 
 � �� 
�� ���#���  ��
��	�� &� ��#� Fl(t) = +∞
��� t ∈ (tUB

l ,+∞)� ,��  ��� ���� ��� 
�� ��	�
��	 Fl(t) ��	 ������ �	 
��  ��
��	�
*	 ����  
�� �� 
�� A�/� &�  
��� 
�� �	�����
��	 �	 
�� ��	�
��	 Fl(t) ��� � 	����� ��

�	
��#�� �������
���1�� �" 
��  ��� �� 
 ���
���  �>��	�� �	� �" 
��  ��� 
�
�� &����

�� 
���" '�� � �	 � 
������ ���� � ��#�	 �	 ,���� 
�

*	 ,���� 
� k ��	�
� 
�� 	����� �� 
�� �����	
 �	
��#�� &�� � #���� ��	�� ���� 1 
�
ml +1 �&���� 
�� 	����� �� �	
��#�� ml+1 � ��+	�� ��� ���� l = 1, 2, . . . , n�� (tk−1

l , tkl ]

� 
�� k
� �	
��#�� �&���� t0l = −∞ �	� tml+1
l = tUB

l �� bkl � u
k
l ��� 
�� ������
�� �� 
��

��	��� ��	�
��	 F k
l (t) ��+	�� �	 
�� k
� �	
��#��� �	� πk

l � 
�� �� 
  �>��	�� �� 
�� +� 


l '�� �� 
��" ��� �����  �� ���� 
��� t ∈ (tk−1
l , tkl ]�



,�� � ��
� ���	 
�� �����&�	�� .�� ���� ���#� �	
��#��� &�  
��� 
�� ������
�� bkl
�	� ukl ��� �� �����	� 
�� ��	�
��	 Fl(t) �	� 
�� �� ��
�	� �� 
 ���
���  �>��	�� �� 
�� +� 


'��  
��
 �	 
�� �	
��#��� .�� ����  
��
�	� 
��� t ∈ (tk−1
l , tkl ] �t0l = −∞� �� 
�� +� 


'��� &� ��#� � �� 
 ���
���  �>��	�� πk
l �� 
�� '�� 1, 2, . . . , l &�
� � 
�
�� &����
 �� 
��


���" '�� ukl �	� 
�� ��	�
��	 #���� Fl(t) = ukl · (t− tk−1
l ) + bkl � �� .��� 
����� 7� ��#�

Fl(t) = 0 ��� t ∈ (t0l , t
1
l ]� H����� 
��
 
�� ��	�
��	 Fl(t) � ��+	�� 	�
 �	�" ��� �	
���� t�

��
 �� � ��� ���� 	����� t� .��  �������
" �� 
�� �����&�	� �� ����
��	� &� ��	 ���� 
��
&���� t!��� � ����� t ∈ (−∞,+∞)� ,�� ���	
 t1l , t

2
l , . . . , t

ml+1
l ��� ������ %���1 �������  �	��


���� � � ���	�� ���� #���� uk−1
l 
� ukl �&���� ���	 
��
 
��  ���� �� 
�� �����&� �!

��	��� ��	�
��	 ���	�� �� ��
� 
��
  ��� �� 
�� ����$ ���	
 tkl ��	 �� 	�	!�	
����� ,�
�� ����� ���� ��	���  ����	
� &�  
��� �
  ���� ukl �	� �
 ��	�
��	 #���� bkl = Fl(t) �



�� ���	
 t = tk−1
l � 0�� �	 
�� 
���� b1l = b2l < b3l < · · · < bml+1

l < UB ���� �  �	��

t1l < t2l < · · · < tml+1
l �

*	 
�� A�/� 
�� ��	�
��	 Fl(t) ��I��
 
��  ��� ��	�
��	�� �>��
��	 � �	 /�����
�� 
�
����� ��� ���� t ∈ Z

⋂
[0,

∑n
j=2 pj]� 
�� ��	�
��	 Fl(t) �� 
��  ��� #���� � �	 /�����
�� 


� �� .��� 
�� ��
 
�� � ��	�
��	 ��� 	�& ��+	�� ��� �	" t ∈ (−∞,+∞)� / � �� ��
� ��
�	
� ����� 	����� �� �	
����  
�
� � �����	�� �	
� �	� �	
��#�� ��� �����	� � 	�&  
�
� �	

�� �� ��
�	� ������
��� &�
� 
��  ��� �� 
 ���
���  �>��	��� *	 .��� 
 ���� 
�� ��	�
��	
Fl(t) ���� 
�� A�/ � ��� �	
�� �	� �	 .��� 
 ���� 
�� ��	�
��	 Fl(t) ���� /�����
�� 
 � 
�� ���"���

���
� 
�� A�/ � �� ������� ,�� ���� � 0
�� �� &���� &� ������	 ��& 
��  
�
� �

 
��� l, l > 1, ��� ��
��	�� �� 
��  
�
� �
  
��� l − 1 ��� $	�&	�

�����
��	 �	
��
��� �����

���� �� 7� 	����� 
�� '�� �������	� 
� ����� �
�@

���� �� 0�
 l := 1, π1(t) := (1)� F1(t) := w1 max{0, p1 + t− d} ��� ��� t� 7� ����� �	


�� ��	�
��	 F1(t) �	 � 
������ ���� � ��#�	 �	 ,���� �� .�� ��� 
���� �	
��#�� � 
����
� 
��  ��� �� 
 ���
���  �>��	�� (1)� .�� t ∈ (−∞, d − p1]� 
���� � 	� 
���" '�� �	

��  ������� ����� ��	��	� 
�  �>��	�� (1) &��	 
�� '�� �  
��
�� �
 
��� t �	� ���
t ∈ (d− p1,+∞)� 
���� � �	� 
���" '��� ,�� #���� tUB

1 ��	 �� ���	� ���� 
�� �>��
��	
UB = (tUB

1 − (d− p1))w1 + 0�

���� �� ?�
 l > 1 �	� �  ��� 
��
 ��	�
��	 Fl−1(t) �	� 
�� �� 
 ���
���  �>��	�� 
�� 
�� '�� {1, 2, . . . , l − 1} ��� ��� �� ��
�	� �	
��#�� ��#�	 �	 ,���� � ��� $	�&	� &����

t
ml−1+1
l−1 = tUB

l−1�
*	 
�� �����&�	�� &� �� ����� ��& 
�� ��	�
��	 Fl(t) � ��
��	�� �" ���	 �� 
��

��	�
��	 Fl−1(t)� ��
� 
��
 &� ��	  
��� 
�� 
�������" ��	�
��	 Φ1(t) �	� Φ2(t)
��
����	�� �	 0
�� ��
 �	� ��� �� � �	 � 
������ ���� � �	 ,���� 
�

���� ���� ,�� ��	�
��	 Φ1(t) � ��
��	�� ���� 
�� ��	�
��	 Fl−1(t) �" 
�� �����&�	�
�����
��	 � 7�  ���
 
�� ������� �� 
�� ��	�
��	 Fl−1(t) 
� 
�� ���
 �" 
�� #���� pl �	�
�	 
�� 
���� ��� 
�� ��	�
��	 Fl−1(t) �	� ��� � �����	 &���� �� ��
 ���� 
�� 	�& ����$
���	
 t′ = d− pl� *� tsl−1 − pl < t′ < ts+1

l−1 − pl, s ≤ ml−1� 
��	 &� ��#� 
&� 	�& �	
��#�� 

�� t �	 
�� 
���� ��� Φ1(t)4 (tsl−1−pl, t
′] �	� (t′, ts+1

l−1 −pl]� ,�� ���	 
��
 &� +� 
 �������

���� �	
��#�� (tkl−1, t
k+1
l−1 ] �" (tkl−1 − pl, t

k+1
l−1 − pl] �	 
�� 
���� ��� Φ1(t)� �	� 
��	 �������


�� �����	 &�
� 
�� �	
��#�� (tsl−1 − pl, t
s+1
l−1 − pl] �" 
&� 	�& �����	 &�
� 
�� �	
��#�� 

(tsl−1 − pl, t
′] �	� (t′, ts+1

l−1 − pl]�



�����#��� &� �	���� � 
�� #���� us+1
l−1 , u

s+2
l−1 , . . . , u

ml−1+1
l−1 �" wl� ����� 
�� 
�
�� &����


�� 
���" '�� ��	� 
�� 
��  ���� �� 
�� ��	�
��	� �	���� � � ,�� ����� ��	��	� ���
���
 �>��	�� π1 ��� ��
��	�� �" ����	� 
�� '�� l � 
�� +� 
 '�� 
� ���� ���#��� ���
���
 �>��	��� *	 
�� &�"� &� ��
��	 
�� �	�����
��	 �	 
�� ��	�
��	 Φ1(t) 
���
��� &�
� 
��
����� ��	��	� ���
���  �>��	�� ��#�	 �	 ,���� ;� &���� �� � �	����� 
�� �������
��	 ��

�� ����� ��	��	� b #���� �

���� ���� ,�� ��	�
��	 Φ2(t) � ��
��	�� ���� 
�� ��	�
��	 Fl−1(t) �" 
�� �����&�	�
�����
��	 � *	 
�� 
���� ��� 
�� ��	�
��	 Fl−1(t)� &� ��� � �����	 &���� �� ��
 ���� 
��

	�& ����$ ���	
 t′′ = d−∑l
i=1 pi� *� t

h
l−1 < t′′ < th+1

l−1 , h ≤ ml−1� 
��	 
���� ��� 
&� 	�&

�	
��#�� �� t �	 
�� 
���� ��� 
�� ��	�
��	 Φ2(t)4 (thl−1, t
′′] �	� (t′′, th+1

l−1 ]�

,�� ���	 
��
 &� ������� 
�� �����	 &�
� 
�� �	
��#�� (thl−1, t
h+1
l−1 ] �" 
&� 	�& �����	 

&�
� 
�� �	
��#�� (thl−1, t
′′] �	� (t′′, th+1

l−1 ]�

�����#��� &� �	���� � 
�� #���� uh+1
l−1 , u

h+2
l−1 , . . . , u

ml−1+1
l−1 �" wl� ����� 
�� 
�
�� &����
 ��


�� 
���" '�� �	���� � � ,�� ����� ��	��	� ���
���  �>��	�� π2 ��� ��
��	�� �" ����	�
'�� l �
 
�� �	� 
� ���� ���#��� ���
���  �>��	��� *	 
�� &�"� &� ��
��	 
�� �	�����
��	
�	 
�� ��	�
��	 Φ2(t) 
���
��� &�
� 
�� ����� ��	��	� ���
���  �>��	�� ��#�	 �	 ,����
:�

���� ���� ��& &� ��	 
���
 � 
���� 
��
 ����� ��	� 
� 
�� ��	�
��	

Fl(t) = min{Φ1(t),Φ2(t)}.

,� ��	 
���
 
�� ��	�
��	 Fl(t) � 
�� ���#� ��	���� �� 
&� ��	�
��	 � &� ��	 ����

�� ��	�
��	 Φ1(t) �	� Φ2(t) �	 ��� �� ��
�	� �	
��#�� ���� ��
� 
���� �	�  ����� ���
�	
�� ��
��	 ���	
 �� 
�� ������� �� 
�� � ��	�
��	 �

,� �� ���� ����� �� ��
 T 1 = {t1l−1 − pl, t
2
l−1 − pl, . . . } �� 
�� �� 
 �� ��� ����$ ���	
 

���� 
�� 
���� Φ1(t) �	� T 2 = {t1l−1, t
2
l−1, . . . } �� 
�� �� 
 �� ��� ����$ ���	
 ���� 
��


���� Φ2(t)� 
��	 T 1 �	� T 2 ��� ������ �	
� 
�� �� 
 T &�
� T = {t1, t2, . . . , te}, t1 <
t2 < . . . , te� ,��	 &� ��	 ���� ���� �	
��#�� (ti, ti+1], i = 1, 2, . . . , e− 1, �	� ������� 
��

&� ��	�
��	 Φ1(t) �	� Φ2(t) �#�� 
�� �	
��#��� ?�
 
�� �	
��#�� (ti, ti+1] �� ��	
��	�� �	

�� �	
��#�� (tΦ

1

z−1, t
Φ1

z ] ���� 
�� 
���� ��� 
�� ��	�
��	 Φ1(t) �	� �	 
�� �	
��#�� (tΦ
2

y−1, t
Φ2

y ]

���� 
�� 
���� ��� 
�� ��	�
��	 Φ2(t)� ,��	 Φ1(t) = (t − tΦ
1

z−1) · uΦ
1

z + bΦ
1

z �	� Φ2(t) =

(t− tΦ
2

y−1) · uΦ
2

y + bΦ
2

y � *� 
���� � 	� �	
�� ��
��	 ���	
 �� 
�� ��	�
��	 Φ1(t) �	� Φ2(t) �	

�� �	
��#�� (ti, ti+1]� 
��	 �	 ��
 � 	�& �����	 �	
� 
�� 
���� ��� Fl(t) &�
� 
�� �	
��#���
&���� 
�� #���� b = min{bΦ1

z , bΦ
2

y } �	� 
�� ����� ��	��	� #���� �� u �uΦ
1

z �� uΦ
2

y � ���

��#�	� *� 
���� ��� 
 �	 �	
�� ��
��	 ���	
 t′′′ �� 
�� ��	�
��	 Φ1(t) �	� Φ2(t) �	 
�� 
�	
��#��� 
��	 �	 ��
 
&� �����	 &�
� 
�� �	
��#�� (ti, t

′′′] �	� (t′′′, ti+1]�
,��  
�� ��>���� O(ml−1) �����
��	 �

���� ���� *� �	 
�� 
���� ��� 
�� ��	�
��	 Fl(t)� 
���� ��� 
&� �����	 &�
� 
��
�	
��#�� (tk−1

l , tkl ] �	� (tkl , t
k+1
l ]� ukl = uk+1

l �	� bkl + ukl · (tkl − tk−1
l ) = bk+1

l � 
��	 &�

�  ��� tkl := tk+1
l �	� ����
� 
�� �����	 k+1� 0�� �	 
��  
�� &� �����	� 
&� ��'��	�	�

��	��� ������	
 
��
 ��� �	 
��  ��� ��	��

���� ���� ?�
 m �� 
�� 	����� �� �����	 �	 
�� �� ��
�	� 
���� �� Fl(t) �	� ���
k, 1 ≤ k < ml, 
�� �	�>����
" bkl < UB ≤ bk+1

l ���� � ,��	 �����
� 
�� #���� tUB
l



���� 
�� �>����
" UB = (tUB
l − tk−1

l )ukl + bkl � *	 
�� �����	 &�
� 
�� �	
��#�� (tk−1
l , tkl ]

������	 k�� �  ��	 tkl = tUB
l �	� ����
� ��� �����	 k + 1, k + 2, . . . ,m�

���� ���� *� l = n� 
��	 A�,� 0
�� ; �� � l := l + 1 �	� A�,� 0
�� ��

���� �� *	 
�� 
���� ����� ��	��	� 
� 
�� ��	�
��	 Fn(t)� &� ��
����	� 
�� �����	
(tkn, t

k+1
n ]� &���� tkn < 0 ≤ tk+1

n � ,��	 &� ��#� �	 ��
����  �>��	�� π∗ = πk+1
n ��� 
��

��� �	 '�� x �	� 
�� ��
���� ��	�
��	 #���� F (π∗) = bk+1
n + (0− tkn) · uk+1

n �
���
� &� �	��"1�  ��� ������
�� �� 
�� A�/� /������	� 
� 
�� A�/� �
 � ��#��� 


��
 �
 ���� �	
���� ���	
 t ∈ (−∞, tUB
l ]� 
�� #���� Fl(t) � �>��� 
� 
��
 ��
����	�� �"

/�����
�� 
 � �	�� �	 
�� A�/� 
�� ��	�
��	 Fl(t) ����� �	
 
��  ��� �>��
��	 � �	
/�����
�� 
 ��� 
�� �	
���� #���� t ��	 �������� .��  ��� ��� �	  
������	� '�� x� �

� ��  ���� 
��
 Fn(0) = +∞� ,�� ���	 
��
 
�� �� 
 '��  �>��	�� &�
� 
�� ��� �	
 
������	� '�� x � 	�
 ��

�� 
��	 � '��  �>��	�� πUB ��� &���� F (πUB) < F (πn(0))�
,��������� �" � �	� 
�� A�/ ��� ���� x ∈ N � �	 ��
���� '��  �>��	�� �� 
�� 
"�� �� ������
�	 ?���� ��
 ���  ��� x &�
� 
�� ��
���� #���� Fn(0) &��� �� ���	� �	� &� ��	  
�
�

�� �����&�	��

������
�
�� ���: 0� ����" ��� 2�. ��� ���� x ∈ N - �� ����!�	 +�% ��,����� �� ���
���� ������%�� �� &�!!� ��� $�		 %� ������

7� 	�
� 
��
 ��� ��	�
��	 Fl(t), l = 1, 2, . . . , n, ��+	�� �
 
�� ����		�	� �� 0��
��	 � ���
��	
�	��� �	� �����&� � ��	��� ��	�
��	 �	 
�� �	
��#�� (−∞, tUB

l ]� *
 � ��#��� 
��
 
��
��	�
��	 F1(t) � � ��	
�	��� �	� �����&� � ��	��� ��	�
��	 &�
� 
&� ����$ ���	
 �	 
��
�	
��#�� (−∞, tUB

1 ]� /������	� 
� 
�� �����
��	 �� ������ �	 0
�� �� ��
� ��	�
��	 Φ1(t)
�	� Φ2(t) ��� �� � ��	
�	��� �	� �����&� � ��	��� ��	�
��	 �	 
�� �	
��#�� (−∞, tUB

1 −
p2] �	� (−∞, tUB

1 ]� ,�� � 
�� ��	�
��	

F2(t) = min{Φ1(t),Φ2(t)}

�	� �
 ����+��
��	 ��
��	�� �	 0
�� ��;� ��� ��	
�	��� �	� �����&� � ��	��� ��	�
��	 
�	 
�� �	
��#�� (−∞, tUB

2 ] � &��� �&� ��	  ��& 
��
 tUB
l ≤ tUB

l−1�� 2�	
�	��	� �	 
�� &�"�
��� ��	�
��	 Fl(t), l = 1, 2, . . . , n� ��#� 
�� ���#� ������
�� � 0�� 
�� �����&�	�  
�
���	

� 
����

������
�
�� ���: .		 ��������� Fl(t), l = 1, 2, . . . , n, ��� ���������� ��� �����$���
	����� ��������� �� ��� �������	 (−∞, tUB

l ]�

��& �  ��� 
��
 &� ��#� ��
��	�� ,���� 5 ���  ��� ��	�
��	 Fl(t) �	 0
�� ��
7� ���#� 
��
 b1l = b2l < b3l < · · · < bsl < bs+1

l < · · · < bml+1
l = UB ���� � /  ���


��
 &� ��#� bsl ≥ bs+1
l , s > 1� ?�
 F (π, t) �� 
�� 
�
�� &����
�� 
����	�  #���� �� 
��

 �>��	�� π &��	 
�� +� 
 '��  
��
 �
 
��� t� *
 � ��#��� 
��
 
�� ��	�
��	 F (π, t) � 
��	�
�	��� .�� ���� t ∈ (ts−1

l , tsl ]� &� ��#� F (πs
l , t) ≥ F (πs+1

l , t)  �	�� ��� t ∈ (tsl , t
s+1
l ]�


�� �	�>����
" F (πs
l , t) ≥ F (πs+1

l , t) ���� � &���� � � ��	
�����
��	� ,��	 �������	� 
�
0
�� ��G� �� 
�� A�/� &� ��	  
�
� 
�� �����&�	��

������
�
�� ���: ��� ��!%�� �� ��	�!�� �� ��� ��%	� ��� ��� �������� Fl(t) �� 	���
���� �� �,��	 �� ��� ��!%�� �� ��3����� ��	��� bml+1

l �� ��� ��%	� �	�� ��

,�� A�/ ��	 �� ����+�� � �����& 
� �#��� ����
��	�� ����$ ���	
 � *� � ���	
 t′′′
�������
�� �	 0
�� ���� � ����
��	��� 
��	 &� ��	 �	����� 
�� �����&�	� 
&� �����	 �	
�

�� 
���� ��� 
�� ��	�
��	 Fl(t)4 (ti, �t′′′�] �	� (	t′′′
, ti+1]� C�	�
� 
�� ������
�� �" A�/!*�



������� ��� : 0� ����" ��� 2�.�� ��� ���� x ∈ N, �� ����!�	 +�% ��,����� �� ��� ����
������%�� �� &�!!� ��� $�		 %� ����� �� O(n2min{F ∗, d}) ��!�- $���� F ∗ �� ��� ����!�	
�%+������ �������� ��	���

������
*
 � ��#��� 
��
 
�� ��		�	� 
��� �� 
�� A�/ ����	� ���"	������" �	 
�� 	����� 

�� �����	 ml + 1� /������	� 
� (���� �
��	 ���� ��� #���� bsl �	 
�� 
���� ��� �	
�����
,��	� �������	� 
� (���� �
��	 ��� �	 
�� �� ��
�	� 
���� ��� 
�� ��	�
��	 Fl(t)� 
����
&��� �� 	� ���� 
��	 UB + 2 �����	 �  �	�� bsl ∈ [0, UB] �	� bsl � �	
����� ,�� A�/!*
��	 �� ����+�� 
� ��	 ���� �	�" �	
��#�� �	 [0, d] � �� 
�� ���#���  ��
��	�� 0�	�� ��� tsl
��	 ������ ��� �	
����� 
���� &��� �� 	� ���� 
��	 d+ 1 �����	 �

,��	 0
�� � ��>���� O(min{UB, d}) �����
��	 ��� ���� l = 1, 2, . . . , n� ,�� 
���
��������
" ��  ��� �  ����� � O(n2F ∗)�  �	�� 1

2UB ≤ F ∗ ≤ UB�
�
,�� ��>����� �����" ��� 
�� ������
�� A�/!* �	� C(/ � O(min{UB, d})�

�� ���������� �� ��� ������
�� ���������

*	 ���
� �	 ����  
�� l = 1, 2, . . . , n �� 
�� A�/� &� �� 	�
 ��	 ���� ��� ���	
 t ∈ [0, d], t ∈
Z� ��
 �	�" ���	
 ���� 
�� �	
��#�� �	 &���� 
�� ��
���� ���
���  ���
��	 ���	�� �� &����

�� �� ��
�	� ��	�
��	�� �>��
��	 �� 
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�� ��	�
��	 Ψ(t) � ��� �	
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�� 
��� ���  ���
�� � �

�����#���  ��� �	 �������� �� 
�� �����&�	� ��#�	
��� &��	 �������� &�
� /���!
��
�� 
 �C(/�4


� ,�� A�/ ��	  ��#� �	 
�	�� � &���� � ��� ��� 
�� ������
�� pj, wj, j =
1, 2, . . . , n ��J�	� d ��� 	�
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���� ���	�
��	�
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� �� �����  �� �	 0(, ����� �	� 
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�� ��� ����� 

� O(ndmax)

1|dj = d′j +A|∑Uj O(n2) ��)���� �� ��� ����� ���' � O(n
∑

pj)
1||∑GTj O(min{2n, n · {dmax, nF

∗}}) O(n2 log log n +
n2

ε
)

O(ndmax)

1||∑Tj ���	��� 	���
B − 1

O(min{2n, n ·min{dmax, F
∗}}) O(n2/ε) O(ndmax)

1||∑Tj ���	��� 	���
B − 1G

O(min{n2 ·min{dmax, F
∗}}) O(n3/ε) O(n2dmax)

1|dj = d|∑wjTj O(min{n2 ·min{d, F ∗}}) O(n3/ε) O(n2dmax)
1(no�
idle)||max

∑
wjTj

O(min{2n, n·min{dmax, nF
∗,
∑

wj}}) ���
)���� �� ��� ����� 

O(n2 log log n +
n2

ε
)

O(ndmax)

1(no�
idle)||max

∑
Tj

O(n2) ��)���� �� ��� ������ ���' � O(ndmax)

!



.����� 
�4 .�	�
��	 Fl(t) �	 
�� A�/ �	� �	 /�����
�� 


!



.����� ��4 0�� 
�
�
��	 �� �����	 �	� ����+��
��	 �� Fl(t)


